REFLEXIONA Y RESUELVE

Construccion experimental de la funcién

UNIDAD 5

seno

1. Con un vaso pequeno, dibuja una circunferencia
de unos 5 6 6 cm de didmetro. Traza un sistema de
ejes coordenados tomando como origen el centro
de la circunferencia.

Vamos a situar una serie de dngulos. Empecemos
trazando las bisectrices de los ejes, que correspon-
den a los angulos de 45°, 135°, 225° y 315°.

90°
60°
135° ™, 450

180° 0°

Con centro en el punto correspondiente a 0° y ra-
dio el de la circunferencia, senalamos dos puntos,
que corresponden a los angulos 60° y 300° (obser-
va la figura de la columna izquierda). Si hacemos

Te preguntards como, a partir de esta representa-
cion sobre la circunferencia, puedes construir la
funcion seno. Es ficil.

Vuelve a poner el vaso sobre la circunferencia. En-
rolla a su alrededor, apoyado sobre el papel, un
hilo de lana. Pinta sobre él los 16 puntos.

Al estirar el hilo queda representada la escala que
hemos de tomar sobre el eje X para dibujar la
funcion seno:

lo mismo con el centro en 90°, 180° y 270°, com-
pletamos la circunferencia goniométrica con los L ) ' T N
angulos que a continuacion se indican: 0° 90° 180°

270° 360°
90°

120° 60°

135°

150° 30°

Se concluye la construccion de la funcién
y =sen x del siguiente modo:

! Y
AN %

Otra forma de plasmar la curva seno

Otra forma de conseguir la curva de la funcion y = sen x es la siguiente:

Toma un folio y enrdllalo alrede-
dor de una vela.

Cortala trazando un angulo de 45°
con su eje. P = Sen x.

Desarrolla. La curva resultante es




5.1 UNA NUEVA UNIDAD PARA MEDIR ANGULOS: EL RADIAN

NOTA HISTORICA

La unidad de medida de angulos que has
utilizado hasta ahora, el grado, proviene
de la antigua Babilonia. Los babilonios
supusieron, en un principio, que el afio
tenia 360 dias y tomaron como medida
angular "el recorrido diario del Sol
alrededor de la Tierra". Esta forma de
medir ha perdurado hasta nuestros dias y
su influencia se ha dejado notar, también,
en la medicién del tiempo.

Idea intuitiva de la nueva unidad

Haz lo siguiente (o imagina que lo haces):

Dibuja una circunferen-
cia con un vaso.

Localiza el centro y sobre
una cuerda fina senala,
mediante dos puntos, la

Sitia de nuevo el vaso
sobre la circunferencia,
enrolla la cuerda a su al-
rededor y senala en el
papel los dos puntos de

|

Traza los radios corres-
pondientes a esos dos
puntos. Obtendrds un an-
gulo de unos 57°.

longitud del radio. la cuerda que marcaste.

Ese dngulo de unos 57° se llama radidn y, en adelante, va a ser otra uni-
dad de medida de dangulos.

Se llama radian a un dngulo tal que el arco que
abarca tiene la misma longitud que el radio con
el que se ha trazado.

B

L,

Es decir, o es un radidn porque la longitud del
arco AB es igual a la del radio:

longitud de AB = OA

RECUERDA

En un hexdgono regular el lado es igual
que el radio, [=r.

Si la circunferencia fuera el doble de grande, el radio también seria el
doble, por lo que el angulo correspondiente a un arco que mida como
el radio seria el mismo.

Regla practica: recordar el valor aproximado
de un radian
B

A

Si el hilo de longitud 1 radio, en vez de apoyarlo
sobre la circunferencia (1 radian), lo tensamos a lo
largo de una cuerda, abarcara 60°, es decir, algo
mas que antes. Quizd esto te sirva para recordar
que 1 radian mide algo menos de 60°.

Por tanto, a una cuerda igual al radio le
corresponde un dngulo de 60°.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Aunque el método para resolver las siguientes
preguntas se sistematiza en la pagina siguiente,
puedes resolverlas ahora:

b) (Cudntos grados mide 1 radidn?

¢) ;Cuantos grados mide un dngulo de ra-

N|?—I

2 . dianes?
a) ;Cuantos radianes corresponden a los 360° de :

una circunferencia? d) ;Cudntos radianes equivalen a 270°?
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TEN EN CUENTA

* Para la resolucién de triéngulos,
conviene expresar los dngulos en grados
(O 1 ||).

* Para manejar funciones trigonométricas,
conviene expresar los dngulos en
radianes.

EJERCICIOS PROPUESTOS

|

UNIDAD F?

Paso de radianes a grados, y viceversa

La longitud de la circunferencia es 2mr. Por tanto, el nimero de radianes
de un angulo completo es 2n. Sabemos que el nimero de grados de un
angulo completo es 360°. Por tanto:

360° = 2w radianes

Esta igualdad nos permite pasar de grados a radianes y de radianes a
grados.

PASO DE GRADOS A RADIANES PASO DE RADIANES A GRADOS
o grados = 2% . & radianes n radianes = 360 n grados
360 2n
2 360 180
> g s ° 17 4 "
El valor de un radidn es o - 3.1416 S7° 17" 45

Utilidad de los radianes

Para los problemas de trigonometria, astronomia, navegacion y resolu-
cion de tridngulos en general, se usan las medidas de los dngulos en
grados. Asi lo seguiremos haciendo. La ventaja de los radianes se vera
en la representacion y el estudio de las funciones trigonométricas:

y=senx J=icos x y=tgx

Este serd el objetivo del proximo apartado.

Calculadora

Para hallar las razones trigonométricas de un angulo dado en radianes,
hay que empezar poniendo la calculadora en el modo correspondiente
(MODE RAD). Por ejemplo:

sen (1 radidn): (rap) &) 1 & —» (0.841478098) = sen (1rad) =084

tg(% rad): ®kD) MO@EE403 - 1) - tg(% rad)=1

o

2. Pasa a radianes los siguientes dngulos: 4. Completa la siguiente tabla y anade las razones
2) 30° b) 72° ) 90° trigonométricas (seno, coseno y tangente) de ca-
- da uno de los angulos. Te sera til para el proxi-
d) 127° e) 200° f) 300° mo apartado:
Expresa el resultado en funcién de ©n y luego en = 2
forma decimal. i 30 s gt Y
Por ejemplo: 30° = 30 - L rad=T rad= 0,52 rad RADIANES z 2 L
180 6 4 ?
3. Pasa a grados los siguientes dngulos:
GRADOS | 210° 225° 270° 330° 360°
a) 2 rad b) 0,83 rad c) @ rad
’ RADIANES in i" l"
d) % rad e) 3,5 rad f) ® rad i g -1
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5.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS O CIRCULARES

Vamos a construir unas funciones que asocien a cada dngulo, en radianes,
el valor de su seno, su coseno o su tangente.

Recordemos el valor de estas razones trigonométricas para algunos dngu-
los del intervalo [0, 2m).

i in ‘MEH 0° | 30° [| 45° || 60° || 90° [ 120° [] 135° ]| 150° |
. WL 0 || w/6 || w/a || &/3 |[w/2][ 20/3 || 3n/a || 5n/6 |
307 = % rud m 0 .12 N2z Br 1 2 a2
cos 1 B 4B 1B 8 <2 e 5
0° = 0 rad

360° = 2 rad “ 0 @/3 1 \/g — _\/5 o _@/3

90° =

wla

2r
120° = = rad
3

135 = 3 rad
4

150° = 2% rad
6

180° = & rad

-
210° = 4
21 % rad

vl | oravos [|180°[] 210° [| 225° [| 240° [1270° [| 300° [| 315° | 330° ||

e woa [owwes|| % |[ 7006 |[ 5078 || 4573 |[35/2] [ 5w/3 || 7/4 |[11076]
i Lsen | 0 2 22 B2 o AB2 22 an

B . 52 -7z 12 0 2 A2z BR

. o0 38 | i 3 — A3 a1 33

Con estos datos se construyen las funciones:
y = sen x Y =cosx y=1igx

en las que la abscisa es la medida del angulo en radianes, y la ordenada, el
valor de la razén trigonométrica correspondiente.

Se las llama funciones trigonométricas o funciones circulares.

}.-
1__senx tgx
2 |
+—+— t !
nonom & 2m3m5m :
6 4 3 2 3 4.6 '
'
i
11 |
=1 :
| i
0 + t +
n oo 614
6.4 3 12
)
; |
] 1
Ccos x '
-1 1 t
+ b
i A 4 Smomllm 2
6 4 3 3 46 —
=] -
3P

130



TEN EN CUENTA

3n
2

2 i n
Cuando x toma valores préximos a >

oa 3n los valores de la tangente se

2 ’

hacen muy grandes en valor absoluto.

‘ 5 TC
Lo mismo ocurre en las abscisas 5 knm.

[

UNIDAD | 5

Las funciones trigonométricas se definen en todo R

Hay muchas ocasiones en las que las funciones sen x, cosx, tgx tie-
nen sentido para valores de x fuera del intervalo [0, 2m).

Puesto que dos dngulos o y o' relacionados ast:

Il

o =o+ 360°n (o' 'y o engradosy n entero)

=gt 2r-on (o y o enradianesy n entero)
se sitian en la misma posicion, tienen las
mismas razones trigonométricas. Eso quie-
re decir que las funciones sen x, cos x,
Ig x repiten periodicamente sus valores en

cada intervalo de longitud 2m. eﬁ

o = o+ 360° n=o0+ 2mn rad

2r 3n

SE!

A
e e
a

|
a
[=]

La funcién y = tg x no esta definida en los puntos

X = + 7T

2

donde 7 es un nimero entero (positivo 0 negativo).

J

13



5.3 FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Razones trigonométricas de la suma
de dos angulos

Pretendemos obtener las razones trigonométricas del angulo o + B en
funcién de las razones trigonométricas de o y de . Para ello nos val-

B c dremos de la figura del margen, en la que hemos representado o, B vy
o+ B:

A e En el tridngulo rojo OAB, cuya hipotenusa OB mide 1 (es decir, la
tomamos como unidad), es claro que:

1 cosp= 04 sen = AB

e En el tridngulo azul OPB observamos que:
LR Sen(a+B)=g =PB (1)
¢ OB

e Ademids, podemos expresar PB como Q_A + AC.

Q_A es la altura del triangulo OQA:
QA = OA sen o = cos P sen o

AC esla proyeccion de AB sobre la vertical:
AC = AB cos o = sen B cos

Por tanto: PB = sen 0. cos B + cos o sen B 2

Igualando las expresiones (1) y (2), obtenemos:
sen (o + P) = sen o cos B + cos o sen B (*)
A partir de esta férmula vamos a obtener facilmente las demds:
cos (o + B) = sen [90° + (o + B)] =sen [(90° + o) + B] = (aplicamos *)
RECUERDA = sen (90° + o) cos P + cos (90° + o) sen P =

= coso.cos B + (=sen o) sen P =
90° + ¢ = cos o cos B —sen o sen B

sen(o.+B) _sena cosP+cosasenf _
cos (o +P)  cos o cos P —sen o sen B

tg(o+P)=

(Dividimos numerador y denominador por cos o cos )

sen [90° + 0] = cos ¢ sen o.cos B, cos o sen P
cos [90° + 0] = —sen o coso.cos P cos o cos P _ ga+igh

cosacosp _senosenp 1-tgoigP
coso.cos P cos o cos B

Hemos obtenido, pues, las siguientes férmulas:

RAZONES sen (0. + B) = sen o cos B + cos o sen B @y
TRIGONOMETRICAS
Vi AN Suk cos (o + B) = cos o cos B — sen o. sen B 1.2
_ tga+igf
ig(o+ P T-GED ©3)
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UNIDAD 5

Razones trigonométricas de la diferencia
de dos angulos

Si en la primera de las férmulas anteriores ponemos —f en lugar de B,
obtenemos:

sen (0. — B) = sen (o + (=P)] = sen o cos (=B) + cos o sen (—P) =
= sen oL cos B + cos o. (—sen B) = sen o. cos B — cos o sen B

RECUERDA Analogamente, procederiamos con cos (o — ) y g (a.—p), obteniendo:

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DIFERENCIA

A ‘ sen (0. — B) = sen o cos B — cos o sen (L1
‘ql’ cos (o — PB) = cos o cos B + sen o sen B aL2)
_pgy-_fex-1gp

gl-p l+gorgP ah

cos (—¢) = cos &
sen (—0) = —sen o

Razones trigonométricas del angulo doble

Si en las férmulas (I hacemos o = 3, obtendremos las razones trigo-
nométricas de 20 en funcion de o

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DOBLE

sen 20. = 2 sen 0. cos o (IL.1)
cos 20, = cos? oL — sen” o, (m.2)
2tg o
wlo=——=——— 1.
= 1-1g% (S
EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Demuestra la férmula IL.2 a partir de la férmula: 5. Demuestra la siguiente igualdad:
cos (0. + B) = cos o cos B — sen o sen B cos@+b +cosa-b _ 1
sen (a + b) + sen (a — b) Iga

2. Demuestra la formula IL3 a partir de la férmula:
go+ 1B 6. Demuestra las tres férmulas (IIL1), (IIL2) y

tg (o +P) = -0 &b (IIL.3) haciendo o =B en las férmulas (I).
3. Demuestra la férmula IL3 a partir de las siguien- 7. Halla las razones trigonométricas de 60° a partir
tes férmulas: de las de 30°.
sen (o — ) = sen o cos B~ cos asen B 8. Halla las razones trigonométricas de 90° a partir
cos (0. — B) = cos o cos P + sen o sen B de las de 45°.
4. Si sen 12°=0,2 y sen 37° = 0,6, halla cos 12°, 9. Demuestra que:
o G 2O 7 wie) > . < AQ - -
Ig 12°, cos 37° y tg 37°. (Falcula, ,de.spues. a par 3 g ~ naR R 1 — cos o
tir de ellas, las razones trigonométricas de 49° y =
2sen o + sen 20 1+ coso

de 25°, utilizando las férmulas (I) y (ID).




Razones trigonométricas del angulo mitad

- 4 : — ; o
Vamos a ver como obtener las razones trigonométricas del dngulo - en

funcion de cos o.

RECUERDA Teniendo en cuenta que o = 2 - % y aplicando (IIL.2):
(I.2) cos 20 = cos? o — sen? o
o > O
cos 0L = cos |2 - —| = cos? =— sen? =
2] 2 "4
De esta forma:
cos o = cos? L — sen2 &
) 2 2
> O > Ol g .
1 = cos* - tsent— (Esta es una igualdad fundamental)

Sumando y restando ambas igualdades se obtiene, respectivamente:

N i e i = Soos BB De estas igualdades se despeja, respectiva-
B mente co:g Yy s‘enE
B B
o
1-cosa =2sen?— ' .
) A partir de ellas se obtiene g

R

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO MITAD

1—cosa
=+ \|—— V.1
> \/ 5 av.1)
o 1+ cos
= SN —————— Iv.2
cos > \, > av.2)
o 1-cosa
z—=i'\}—— V.3
82 1+ cosa 2

En cada caso, el signo sera + o - segun el cuadrante en el que se

2 o
encuentre el dngulo o

EJERCICIOS PROPUESTOS
F

10. Siguiendo las indicaciones que se dan, demues- 13. Halla las razones trigonométricas de 45° a partir
tra detalladamente las férmulas IV.1, IV.2 y IV.3. de cos 90° = 0.

11. Sabiendo que cos 78° = 0,2, calcula sen 78° vy
lg 78°. Averigua las razones trigonométricas de 14. Demuestra que 21g o - sen
39° aplicando las férmulas del dangulo mitad.

o
ZE+sen(x=1‘g0L.

12. Halla las razones trigonométricas de 30° a partir
de cos 60° = 0,5.

15. Demuestra que =t
4 2sen O + sen 20 €

2sen o — sen 20 2 0
%
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UNIDAD

Sumas y diferencias de senos y de cosenos

—

A veces conviene expresar una suma o una diferencia en forma de pro-

ducto. Para esto, son utiles las siguientes formulas:

SUMAS Y DIFERENCIAS DE SENOS Y DE COSENOS

sen A + sen B = 2 sen A;B cos A;B .1
sen A —sen B = 2 cos A;B sen A;B w.2)
cos A + cos B = 2 cos A;B cos A;B v.3)
cos A — cos B = =2 sen A;B sen ; V.4)

Vamos a deducir las dos primeras basindonos en otras que ya conoce-

mos:

Sumando —

Restando —

sen (o + B) =sen o cosP + coso sen 3

sen (o —P) = sen o cosP — coso sen B

€Y)
@

sen (o + B) + sen (o —P) = 2 sen o cos P

sen (o + PB) —sen (0. —P) = 2 cos o sen B

Conviene cambiar la notacién para facilitar los cdlculos.

Llamando ¢ ¥ B- g } y resolviendo el sistema, se tiene:
En tu CD se te explica como trabajar: a-p=
con DERIVE (1) i A+B A-B
con CALCULADORA GRAFICA (2) y o= j ===

con HOJA DE CALCULO (3)
algunos aspectos de esta unidad.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Sustituyendo en (1) y (2) se obtienen V.1 y V.2.

i
16. Para demostrar las férmulas (V.3) y (V.4), da
los siguientes pasos:
e Expresa en funcion de o y B:
GOS0 + Bh= e cos(@—P)=..........

e Suma y resta como hemos hecho arriba y ob-
tendrds dos expresiones.

e Sustituye en las expresiones anteriores:

oc+[3=A}_>
o-B=8

_A+B A-B

;. P

17. Transforma en producto y calcula:
a) sen 75° — sen 15°
b) cos 75° + cos 15°

¢) cos 75° — cos 15°

18. Expresa en forma de producto el numerador y
el denominador de esta fraccion y simplifica el
resultado:

sen 4a + sen 2a
cos 4a + cos 2a
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5.4 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

SOLUCIONES EXTRANAS

Se suele llamar solucién extrafia a un
valor de la variable que se obtiene en el
proceso de resolucién de una ecuacién
pero que, realmente, no cumple la
ecuacién. Obviamente, no es una
solucién.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Resolver la ecuacion:
cos (30° + o) = sen o

2. Resolver la ecuacion:
sen 20, = 1g O,

Ecuaciones trigonométricas son aquellas en las que aparecen funciones
trigonométricas actuando sobre un dngulo incognita que, como en todas
las ecuaciones, hay que despejar.

Salvo que se pida expresamente, el valor de la incognita puede darse in-
distintamente en grados o en radianes.

Las soluciones que se obtengan deben ser comprobadas sobre la ecua-
cion inicial, pues es frecuente que aparezcan soluciones extrandas.

Suele ser suficiente dar las soluciones comprendidas entre 0° y 360°.

En el primer miembro de la ecuacion tenemos el coseno de una suma.
Lo desarrollamos aplicando (1.2):

cos 30° cos oL — sen 30° sen oL = sen o

\3

1
TCOS o — 75971 o=seno — \/gC()S o = 3sen o

Dividimos los dos miembros por cos o:

w‘uﬁ

\/—=3——Sceo’;g - \/§=3tga - go=

Posibles soluciones: 30° y 210°. Al comprobarlas sobre la ecuacion ini-
cial, vemos que las dos son vilidas.

Por tanto, las soluciones son:

(@, =30° y o, =210°|

Expresamos sen 200 (IIL1) y fg o en funcion de sen o y cos o

sen o
2 .sen oL cos o. =
cos O

Multiplicamos todo por cos o 'y pasamos al primer miembro:

sacando factor comin

sen o (2cos’a —1) =0

2sen o costo—sen o =0

sena=0 — l o, =0°% 0,= 180°J
Posibles 5 =
soluciones coso=—= = ‘ O = 45°, @y =315
cos® o = % -
7 S0 = g0
Gl W [0 = 135°, 06 = 225

Al comprobarlas sobre la ecuacion inicial, vemos que las seis soluciones
son validas.



3. Resolver la ecuacion:
cos 300 + cos oL = O

EJERCICIOS PROPUESTOS

—

|
UNIDAD | 5

Puesto que el segundo miembro es 0, la resolucion se simplificarfa mu-
cho si el primer miembro se pudiera poner en forma de producto. Para
ello aplicamos la férmula V.3.

300+ O 30— O cos 200 = 0

2 cos > cos > =0—>2c0520tcosa=0—>{

coso =0

Sicosaa=0 — |0 =90° o,=270°

(*)SicosZa=Omcoszoc—sen2a=O - cos?o—(1—-costar) =0—

V2

1
- 2co8’0-1=0 — coszoc=? — coso=t—

> | 0y=45° 0, =315°

cos oL = —72 — Las =135° @,= ZZS?I

Se comprueba que las seis soluciones son validas.

Observa que a partir de (*) podriamos haber actuado de esta otra forma:

200 = 90° o, = 45°

200 = 270° 06 = 135°

™ cos 200=0
20 = 90° + 360° = 450° @—m8M o = 225°

200 = 270° + 360° = 630° ————— @, = 315°

Si sumdramos a los valores de 200 multiplos de 360°, obtendriamos pa-
ra o soluciones equivalentes a estas cuatro.

s

1. Resuelve estas ecuaciones:
a) 2cestx + cos x—1=0
b) 2sen?x-1=0
Otgx—tgx=0
d) 2sen? x + 3cos x = 3

2. Resuelve:
a) 4cos 2x + 3cos x =1
b) tg 2x + 2cos x = 0
o) V2 cos (x/2) —cos x =1

d) 2sen x cos?x — Gsen3x =0

3. Transforma en producto sen 3x — sen x vy re-
suelve después la ecuacion sen 3x —sen x = 0. d) sen x = tg x

4. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométri-
cas:

T
a) sen (M —x) = cos %—x +cosTm

b) sen

%—x) + \Esen x=0

5. Escribe, en radianes, la expresién general de to-
dos los dngulos que verifican:
a) 1gx= —\/-5_

b) sen x = cos x

c) senx =1
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JlEJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

1 Angulos en radianes

a) Expresa en radianes los
dngulos de 30° 45° 60° y
90° a partir de la equiva-
lencia 180° =T rad.

b) Expresa en radianes los si-
guientes dngulos, teniendo
en cuenta que son miltiplos
de los anteriores: 150°
135°, 240°, 300°, 270° y 495°.

c) Obtén el valor exacto de la
siguiente expresion sin uti-
lizar la calculadora:

2% 7T 4T
sen— — cos — +1g— +
3 6 %73

11nt
+ e——
ig 6

2 Calculadora en radianes

Escribe en radianes la expre-
sion general de todos los dngu-
los que verifican:

a)iga =2

b) seno. =0,72

a) 30° L rad 45° = 18,0 = E rad
6 6 4 4
o 180° _m o _ 180° _ 1
6 ar —%rad 90 > —211
b) 150° =5 - 30° = 5% rad 195¢ =3 4P =57 md

240° =8 - 30° = 8% rad = = rad

300° =10 - 30° = 10 rad = 2 rad o bien 300° =5 60° = 2 rad
J 3 ¢

6

270° =3 - 90° = 5% rad

o bien 240°=4-60°=4

¥i3
3

495° = 11 - 45° = 11 rad
._}

rad

¢) Dibujamos los dngulos en la circunferencia goniométrica y observa-

mos su relaciéon con otros del primer cuadrante:

L sen2—71-'=se'n£=—\/3
3 3 3 2
cos 28 —cos & = —ﬁ
T 6 ) 2
47 T
z‘g—3—=fg~5—=\/3_
r _ _ © __N3
B T8 "3
2 7n 41 11w \/g \/% = 3% 5\/5
N = — cos — L O o e g TR L B ¥
sen 3 s +1g 3 1g G > > 3 3 3

Ponemos la calculadora en radianes, MODE RAD.

Q@23 .1801148..]
o, = 1,11 + 2rk rad

.1031498...)mE®0H.248141...)

o, = 4,25 + 21k rad

b ERE) 0,72 = (0.80380¢2.. )
o, =08+ 2mtk rad

P E®((@.33717835..)

o, = 2,34 + 2wk rad




3 Formulas trigonométricas

Si senoc=—% y cos 0.<0,

calcula:

a) cos (m + o)
b) sen 20

o
c) g

d) sen

3-d
e)tg(m— o)

o+

f) sen 6

4 Funcién seno

Haz, con la calculadora, una
tabla de valores de la funcion
y =sen2x, dando a x valores
comprendidos entre 0 y 2T ra-
dianes, y representa grdfica-
mente esa funcion.

¢Cudl es su periodo?

Calculamos en primer lugar coso y #g o, sabiendo que 180° < o < 270°:

5)3 16 4 -3/5 3
=—Afl—|-=| ==-Af—=—T BOo=—=="
sk ( 5 5 50 BATT4s T

- R +
a) co\s(n+a)=—cos(x=g

A

b)sen2a=25enacosoc=2(—% —% =§—:

o 1=cosid 1+4/5 o.
) i —=—\/———=—\/V—=—5 (—— estd en el 2.° cuadrante
85 1 + cos o 1-4/5 2 ©
d) sen E—a =cosa=——i}-

2 D

e)tg(n—a)=—tga=—%

T _ ’ E o ) £=
f) sen o+ G| = sen o coso+cosa sen
=(_i ﬁ+(_i)l=—5\/§—4
5] 2 5/ 2 10

Ponemos la calculadora en radianes, MODE RAD.

; T
Para calcular el valor de sen 2x correspondiente a x = —, haremos:

4
HOrE4i®x20e(________ 1)

0 L

n
8 3
Gl Dy  1.leBr 0 =68 -1 08 D

T 21 3n ST

~|a

» n 5T 4n 3n Sm n 11m
6 4 3 2 3 4 6

y=sen2x | 0 08 1 08 0 -087 -1 -087 0

Ix lx

Para representar estos puntos expresamos los valores de x en forma

. L T r
decimal |—=0,78; —=1,57...].
4 2
1 <
T sen 2x
& : . : . i
o pd 3n T S 3n In
4 2 4 4 2 4
,] -+

Sus valores se repiten periodicamente en cada intervalo de longitud 7.

Su periodo es .
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o EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

5 Identidades trigonométricas

Demuestra que:

a) tg(45°+0)—tg(45°— o)
=21g 20

COos x +sen x
e e

+cos2x
cos x —sen x

=1 + sen 2x

6 Ecuaciones trigonométricas

Resuelve las siguientes ecua-
ciones:

a) 3sen’ x + cos®’ x +cos x =0

b) tgx=\Ecosx

a) Desarrollamos el primer miembro y sustituimos g 45° = 1:

ig45°+go  1g45°-iga  l+go 1-ga
1-1tg45°1ga 1+1g45°tgo 1-1ga 1+iga

Efectuamos la resta reduciendo a denominador comun:

(I+go-A-1go)? 1+2ga+ig>o—1+21go0-—1tg%o

1- 1% o 11—t a -
4 tg o 2ga
L 1 8 21520
1= g% e 1-1g¢a

b) Teniendo en cuenta que cos2x = cos® x — sen® x, sustituimos y trans-
formamos la diferencia de cuadrados en suma por diferencia:
cos X + sen x 5 .
——  (cos* x — sen* x) =
COS X — sen x
(cos x + sen x) (cos x + sen x) (cos x — sen x)
COS X — Sen x

= (cos x + sen x)* =

I

cos?x + sen®x + 2 sen x cos x = 1 + sen 2x

| sen 2x

a) Sustituimos sen’x por 1 - cos®x:

3(1—cos?x)+cos?x+cosx=0 — 2cos?x—cosx—3=0

— % <
1+v1+ 24 ) < (No vale, |cosx| £ 1)
cosx=-——4———

3

2

—1— | x=180° + 360° k=T + 2mk
con keZ

sen x

sen x
b) Hacemos #g x = - V2 cosx — sen x =2 cos® x
cos x cos x

cosx=1-sen®x — senx=N2(1—-sen?% —

-1+V1+8
> 2semtx+senx—-V2 =0 > senx=—--——-""

22
- 1,414... (No vale)
sen x = =
X =450 +360° k= +2mk
1
ey, con Rez
2 3n
X, = 1357 + 360° k==~ + 21 k




7 Ecuaciones trigonométricas

Resuelve las ecuaciones si-
guientes:

a) senx +cosx=0

b) 2cos x —1+senx=0

c) 4sen%+2cosx—3=0

a) * Dividimos por cosx y obtenemos tgx + 1 =0. (Observa que cosx
no puede ser igual a 0. Si fuese cosx =0, entonces senx =0 y

no hay ningtin dngulo cuyo seno 'y coseno sean 0).

x; = 135° + 360° k = 34—“ + 2mk

gx=-1 - con kez

315° +360° kb = 7% + 2mk

X5

e También se puede resolver haciendo sen x = —cos x.

b) Despejamos sen x (sen x =1 —2cos x) y elevamos al cuadrado para

2

poder aplicar sen? x = 1 - cos® x.

ser?x=1—-4cosx+4cos’x = 1—-cos?x=1—4cosx+4cos*x —

— S5cos?x—4cosx=0 — cosx (5cosx—4)=0 —
cosx=0 — 2=90° x,=270°
- <
cosx—T < %,=36°52'11", %,=325°7" 48"
Comprobando en la ecuacidn inicial, las soluciones vilidas son:

| x,=90°+360° k; x,=323°7'48" +360° k con keZ |

% fl— !
¢) Sustituimos sen — =+ e
2 2
1—-cosx 1 — cos x \?
4\’T+2605x—3=0—)(4 %

— 8-8cosx=9-12cosx + 4 cos? x —

5 + V16 - 16 1
— 4cos°x—4cosx+1=0 > e s

< x=60° + 360° k — x=%+2nla
x=300° + 360° b — x=5?n+2n/e

o | —

= Cosx

Comprobando en la ecuacion inicial, las dos soluciones son validas.

8 Sistemas de ecuaciones trigonométricas

Resuelve el sistema:
senx +seny=3/2
senx-seny=1/2

dando las soluciones del inter-
valo [0° 360°].

. y . 3
Despejamos sen x en la primera ecuacion: sen x = S —seny &)

1
(?—seny seny==y = 2sen’y—3seny+1=0
s 1y
sen y=——">-——= < - 300
V= 130

Sustituyendo en (*) obtenemos las soluciones (90°, 30°), (90°, 150°),

(30°, 90°) y (150°, 90°).

=(3-2cosx)? >




EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

| PARA PRACTICAR

'Grados y radianes

1 |Expresa en grados sexagesimales los siguientes

angulos dados en radianes:

i 21 4m
a) — b)— -
la) G ) 3 9) 3
| . 5T Tn on
D) 4 e) 5 1)) >

® Hazlo mentalmente teniendo en cuenta que:

1 radianes = 180°.

2 Expresa en grados sexagesimales los siguientes

angulos dados en radianes:
a) 1,5 b) 3,2
A5 d) 2,75

3 | Pasa a radianes los siguientes angulos dados en

grados. Exprésalos en funcién de m y en forma
' decimal.

a) 40° b) 108°
c) 135° d) 240°
le) 270° f 126°
& Simplifica la expresion que obtengas sin multiplicar
40n _ 21 _
\por 3,14... a) ke dha 0,7 rad.

4 |Halla el resultado de las siguientes operaciones

sin utilizar la calculadora:

T 3n
a) 5(,‘057 —cos 0+ 2cos T — cos —-= + cos 2T

T T
|b)Sigm + 3cos§—2tg0 +sen37—25wz 2T

2 T 4 3 +3 " 5 b
— sen — — 4sen — sen | - —sen —
3 2 2 3 2

' Comprueba el resultado obtenido utilizando la
calculadora.

C)

5 | Prueba que:

142

—

| n T
-a)4seng + \/Ecoszi- CosT =2

3

2
ib) 2\/5597177t + 4sen % — 2sen % =

6 |Halla el valor exacto de cada una de estas

10

11

ga) sen o= 0,32

o) tgoa=-15

a) sen 2x

d) cos

expresiones sin utilizar la calculadora:

{ T T
‘21) sen — + sen 7 +sen 1
(_*

b9 n
b) cos Tt — cos 0 + cos — — cos —
2 2
P 27 cos 71t+t 4n+t 11w
SO . S e 1.8 LY
3 6§ 873 " 87g

Comprueba los resultados con la calculadora.

'Halla el valor exacto de estas expresiones sin
‘usar la calculadora:

51 37 In
a) sen — + .cos —— —sen —

4 4 4

51 4m 7n
b)cos— + g — —1g —

B 23 ©B§

~ T T T T
C) \/gcos — + 5én = \Ecos — = Zﬁsen g
O 4

6

| Comprueba los resultados con la calculadora.

'En cada caso halla, en radianes, dos valores para

el angulo o tales que:
b) cos o = 0,58

d) sen o = —0,63

Indica, sin pasar a grados, en qué cuadrante esta

cada uno de los siguientes angulos:

a) 2 rad b) 3,5 rad ¢) 5 rad

& Ten en cuenta que:

L =157

=~ 3 14
5 =314

37“ ~47 2r=628

'Férmulas trigonométricas

Halla las razones trigonométricas del dngulo de
75° sabiendo que 75° = 30° + 45°.

; 3 L
Sabiendo que sen x = — y que — <X <T,
5 4

calcula, sin hallar previamente el valor de x:

. 5)
X 6

L
b s
4

C) sen

x
b) tg =

) tg

T x;
0 3 e) cos =

& Calcula cosx y tgx ydespués aplica las [ormu-

| las.



12

13

14

15

16

17

18

19

20

fa) 15° = 45° — 30°

'Halla las razones trigonométricas del angulo de
15° de dos formas, considerando:

bY15° = -

Sabiendo que senx=2/3 y que x esun dngu-

lo del primer cuadrante, calcula:

. X ;
a) sen 2x b) 1g . c) cos (30° — x)

Si tgo=-4/3 y 90° <a < 180° -calcula:

a) sen | = b) cos [180° — =
a) sen > — O D) COS — >

" 3
Sabemos que cosx=-—y senx<0.
4

Sin hallar el valor de x, calcula:

c) cos 2%

X
g
2

Si cos78°=0,2 y sen 37° = 0,6, calcula sen 41°,
cos 41° y g 41°.

a) sen x b) cos (m + x)

e) sen

' .
—— \) t) cos
2

5
d) tg 5

Si tg(a+P)=4 vy 1go=-2 halla 1g2p.

Ecuaciones trigonométricas
Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2cosl x—sen*x+1=0

b) sen? x — sen x = 0

0 2cos x=V3 cos x =0

& b) y c) son ecuaciones de 2.° grado incompletas.

Resuelve:
a) sen? x—cos® x =1
'b) cos? x—sen? x=0

10 2cos? x + sen x =1

D 3g?x~ \/grg x=0
Resuelve las siguientes ecuaciones:

_6
- g

6

b) sen 2x — 2cos? x = 0

b T
a) sen |— — x| + cos g—x

& Desarrolla sen 2x y saca factor comuin.

21

22

23

24

25

c)cos2x—3senx+1=0

@ Desarvolla cos 2x y sustituye cos® x = 1— sen? x.
s

d) sen (—, + x) —N2senx=0
4

Resuelve estas ecuaciones:

a) 4 sen* x cos? x + 2cost x -2 =0
& A/ hacer sen< x = 1 — cos®

cion bicuadrada.

X, resulta una ecua-

Haz cos® x = z y comprueba si son vdlidas las solu-
ciones que obtienes.

b) 4 sen® x + sen x cos x — 3cos® x = 0

€ Divide por cos® x y obtendrds una ecuacion
con g x.
2

) X . 1 0
) COS> — + €OS X'—— =
(e 2 >

dg?=+1=cosx

| =

2 X
e) 2sen* ? + cos2x =0

Identidades trigonométricas

Demuestra que:
sen(ou+P) ga+1gP
sen(a.—B) tgo—1gP

« Aplica las formulas de sen (o + ) y sen (o.— ).

Divide el numeraclor y el denominador por cos o. cos B

y simplifica.

x
Prueba que 2ig x cos’ 5 T senx = 1g x.

x _ l+cosx
2 a

& Systituye cos?

Demuestra que:

. 2r
X+ —| = cos %
5

T
cos |x + : — COS

2%
3

& Desarrolla y sustituye las razones de L y

Demuestra que:
cos a. cos (0. — B) + sen o sen (o — B) = cos B

& Aplica las formulas de la diferencia de dngulos,
simplifica y extrae factor comiin.
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' PARA RESOLVER

1
26 En una circunferencia de 16 ¢cm de radio, un
larco mide 20 cm.

'Halla el dngulo central en grados y en radianes.

27 En una determinada circunferencia, a un arco de
112 cm de longitud le corresponde un dngulo de
12,5 radianes.

1¢Cudl es el radio de esa circunferencia?

i

28 Halla, en radianes, el angulo comprendido entre
10 y 2 tal que sus razones trigonométricas coin-
. 11x
|cidan con las de —

4

29 Demuestra:

cos (o —B) _l+gogh
cos(a+P) 1-1gatgP

30 Simplifica la expresion:
sen 20
1 - cos® o,
| Calcula su valor para o = %
31 Prueba que:

| 2sen oL — sen 20
2sen oL + sen 20.

o
| ) tgz ?
|
32 | Simplifica:
2¢os (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

& Al desarrollar el numerador obtendrds una dife-
rencia de cuadrados.
33 'Resuelve las siguientes ecuaciones:
|a) cos 2x + 3sen x = 2
b)tg2x - tgx=1
|©) cos x cos 2x + 2cos?> x = 0

!d)ZSenx= g 2x
§e)\/§sen%+cosx—l =0

If) sen 2x cos x = 6sen® x

Eg)z‘g £—x +1gx=1

-

34

35

36

37

38

39

40

Pl EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS |

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) sen 3x — sen x = cos 2x

sen 5x + sen 3x
cos x + cos 3x

sen 3x + sen x \/—
—_— = 5

cos 3x + cos x
'd) sen 3x — cos 3x = sen x — cos x
@& Transforma las sumas o diferencias de senos y
Cosenos en productos.
a) Demuestra que:
sen 3x = 3sen x cos® x — sen3 x
'b) Resuelve la ecuacion sen 3x — 2sen x = 0.
@ ) Haz sen 3x = sen (2x + x) y desarrolla.

b) Sustituye sen 3x por el resultado anterior.

Demuestra las siguientes igualdades:
a) cos (o + P) - cos (o — PB) = cos? o — sen? B

o+ o —
ZB)—senz ZB

o-B

b) sen?

=sen o. - sen P

'©) cos? =sen o - sen

Do

Simplifica: sen o - cos 200 — cos o - sen 20

Resuelve los sistemas siguientes dando las solu-

ciones correspondientes al primer cuadrante:
X% y= 1207

a)

1
SN XN—Sen Yy ==

> sen®x + cos®y=1
cos?x —sen’y =1

2

® Haz cos’y=1-sen’y y cos®x=1-sen?x.

sen x+cosy=1
x+y=90°

Justifica que para cualquier dngulo o se veri-

fica:

\/5 cos

=Ssen o + cos o

L
7

Expresa sen 40, y cos 40, en funcion de sen o
|y cos a.



| CUESTIONES TEORICAS

41 ,Qué relacion existe entre las razones trigono-
| métricas de los angulos que miden n/5 y 4n/5
‘radianes?

|

«
42 iRelaciona estas expresiones con las razones tri-
' gonométricas del dngulo o

ﬁa) sen (L — Q; cos (T — o); 1g (t — o)
b sen(m+o); cos(m+o); Ig(m+ o)
*;c) sen (2m — o), cos 2m—a); g 2m— )

43 Expresa A(x) en funcion de sen x y cos x:
|
) A(x) = sen (=x) — sen (T — x)

ib) A(x) = cos (=x) + cos (m + x)
ic) A(x) = sen (T + x) + cos 2T — Xx)
i

45

46

PARA PROFUNDIZAR

Representa las funciones:
T T
a)y = cos|x+— b)y = sen |x + —
| 2 : 2
T T
D= 66 |— = Dy = i
)y = cos ( 5 ) )y = sen T =&

i
Resuelve los sistemas siguientes dando las solu-
ciones correspondientes al primer cuadrante:
) {Sen x+tseny= V3
a

cosx +cosy=1

2

b) sen? x + cos? y = 3/4
b
cos? x — sen?y = 1/4

L jeos(x+ y) = 1/2
1 sen (x—yp =1/2

E 21tg x/2
44 ‘Haz, con la calculadora, una tabla de valores de 47 'Demuestra que: a) sen x = Htg—zx/z
'la funcién y = cos 2x , dando a x valores com-
% i adi séntals 1-1g2x/2 21g %12
ipr}er'1d1dos entre 0 y 21 radianes y represéntala ) dga = g? x/ B 58 14 926/
| grificamente. 1 +itge x/2 1-1g°x/2
i AUTOEVALUACION
1
1. Expresa en grados: STR rad, 57": rad, 2 rad. 5.Si cosa = ~ y o <m, halla:
2. Expresa en radianes dando el resultado en fun- a) sen 20; b) cos (T + @); ©) 1g E; d) sen %_ 0C)
ciéon de m y como nimero decimal: 2
a) 60° b) 225° ©) 330° 6. Demuestra cada una de estas igualdades:
21ga
3. En una circunferencia de 16 ¢cm de diametro di- a) tg 20,= m

bujamos un dngulo de 3 rad. ;Qué longitud ten-
dri el arco correspondiente?

4. Asocia a esta grafica una de las siguientes expre-
siones y di cudl es su periodo:
b) y = cos 2x

a)y = cos x )y =2cosx

|

—1+
Completa estos puntos para que pertenezcan a la
grifica: (5m/6, ..), (47/3, ..), (-n/4, ..).

7. Resuelve:

8. Simplifica:

b) sen (o + B) - sen (o0 — ) = sen?* o — sen® B

a) cos 2X — cos

b4
=l =
2

2

o
b) 2tg x cos 5 —senx= 1

sen? o
1-cosa

sen 60° + sen 30°
cos 60° + cos 30°

+1g° %)

4. En tu CD puedes encontrar las resoluciones
de todos estos ejercicios.
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